Fm"i
L/

Generalitat de Catalunya
Consell Interuniversitari de Catalunya
Oficina d’Accés a la Universitat

Pagina 1de 6
Matematiques
Proves d’accés a la Universitat 2025, convocatoria ordinaria. Criteri especific d'avaluacio

SERIE 1

1.a) Comque f(0) = _% = 0, el tall amb I’eix d’ordenades és al punt (0,0). Per als talls

2_

xX“—=2x

amb 1’eix d’abscisses, hem de resoldre I’equacio — = 0, que té com a solucions x =

0 ix = 2; per tant, els talls amb I’eix d’abscisses son (0,0) i (2,0).

Aquesta funcio té una asimptota vertical a x = 1, ja que aquest punt és fora del domini i
. x%=2x -1 , . .ox?-2x -1 .. x%2=2x -1
lim =— = 400 (més precisament, lim ——=— = —co | lim =—=

x—1 x—1 0 x—1t x-1 +0 x—1~ x—1 -0

+00). A més a més, aquesta funcio té una asimptota obliqua, ja que:

2_ 2_
lim 22 = Jim 2222 = jm 222 =1=1.
x—oo X x—o00 X(x—1) x—o00 X2—x 1
Com que
lim (FGO) - 2) = i (x2—2x )= 1 x2—2x—x%+x . .
m X)—X)= ln —x) = lim = lim =1,
xl—>oo x1—>oo x—1 x1—>oo x—1 x1—>oox—1

estracta delarectay = x - 1.
b) La derivada d’aquesta funci6 és:

2x—=2)(x—1)—(x*—2x) 2x*>—2x—2x+2—x*+2x

[ = T 12
B X2 —2x+2
BCERE

Comque f(0) =01 f'(0) = 2, larecta tangent al punt (0,0) tindra per equacio:

y—0=2x—-0) — y=2x.

4—4+2

Analogament, com que f(2) = # =01if'(2) = T

(2,0) tindra per equacio:
y—-0=2x—-2) — y=2x—-4

= 2, la recta tangent al punt
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Aquestes dues rectes son paral-leles ja que tenen el mateix pendent: f'(0) = f'(2) = 2.
c) lgualant la derivada a 1, ens queda una equacio sense solucio:

x2—-2x+2

G_D =1 —> x2-2x+2=(x-1)?2? — 2=1.

Per tant, no hi ha cap punt on la recta tangent tingui pendent 1.

Criteris de correccid: a) Compteu 0,25 p. pels punts de tall; 0,25 p. per I’asimptota
vertical (encara que no distingeixin el limit per la dreta i per I’esquerra), i 0,5 p. per
I’equaci6 de I’asimptota obliqua. b) Compteu 0,25 p. pel calcul de la derivada; 0,25 p.
per cadascuna de les rectes tangents, i 0,25 p. per justificar correctament que son
paral-leles. c) Compteu 0,25 p. per plantejar I’equacio i 0,25 p. per veure que no té solucid
i respondre que la grafica no té cap recta tangent amb pendent 1.

2. a) La matriu de coeficients i I’ampliada, A i A’ respectivament, son les segients:

0 1 -1|p+3

p2 0 -1 5

1 -1 0 3
A

Ar

En primer lloc, calculem el determinant de A:

0 1 -1
[Al=p? 0 -—-1|=0+p*—-1=p%-1.
1 -1 0

Igualant-lo a zero, en resulten els valors p = 1 i p = - 1. Per tant, distingim els casos
seguients:

e Sip+1,-1, el determinant de A és diferent de zero i, per tant, rang(4) =
rang(A") = 3, que és igual al nombre d’incognites. Per tant, es tracta d’un sistema
compatible determinat.

e Sip =1, el determinant de la matriu de coeficients és zero; com que tenim el menor

(1) (1) = -1 # 0, aleshores rang(A) = 2. Pero la matriu ampliada té rang(A4') =
3 gracies, per exemple, al menor:

0 1 4

1 0 5/=5-4-3=-2+0.

1 -1 3
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Per tant, el sistema és incompatible.
e Sip =-1,tenim el sistema:

y—z=2
X—z=5
x—y=23.

Eliminant la segona equacio (per ser suma de la primera i la tercera), i com que la matriu
(0 1 -1 2

1 -1 0 3
[libertat.

) té rang 2, el sistema és compatible indeterminat amb un grau de

b) Per al cas p = - 1, es tracta del sistema:

{y—z=2
x-y =3,

que és compatible indeterminat. Fent y = A, s’obté x = A1+ 3 i z =A1-2. Per tant la
solucid del sistema és, en aquest cas, (x,y,z) = (A + 3,4,4- 2), amb A real.

c) Peral cas p = -1, el sistema té les infinites solucions obtingudes a I’apartat anterior.
Imposant, a més, que xy = 10, resulta (1 + 3)A = 10; és adir, A2 + 31 - 10 = 0; d’aqui
obtenim:

L_T3%V0-4(10) _-3£7

-5,2.
2 2

Per tant, el sistema té exactament dues solucions complint xy = 10, que son les
corresponents a A =-5 i A = 2. Es tracta de (x,y,z) =(-2,-5,-7) i (x,y,2) =
(5,2,0), respectivament.

Criteris de correccio: a) Compteu 0,25 punts pel calcul del determinant; 0,25 p. per
determinar els valors critics de p, i 0,25 p. per la discussio de cadascun dels tres casos. b)
Compteu 0,5 punts pel calcul correcte del conjunt de solucions (evidentment, poden triar
qualsevol de les variables com a lliure). ¢c) Compteu 0,25 p. pel plantejament de 1’equaciod
quadratica; 0,25 p. per la seva resolucid, i 0,25 p. pel calcul dels dos punts resultants.

Comentaris: hi ha altres maneres de discutir i resoldre el sistema d’equacions. Compteu-
les bé en la mesura que ho facin correctament i de manera justificada.
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3. a) Considerem els successos aleatoris seguents:

A ="la peca escollida és d'acer",
F = "la peca escollida és de ferro",
D = "la peca escollida és defectuosa".

De les dades de I’enunciat tenim P(F) = 0,6, P(A) =1-0,6 = 0,4, P(D|F) = 0,05,
P(D|A) = 0,03. Per la llei de probabilitats totals, la probabilitat que una peca sigui
defectuosa eés:

P(D) = P(D|F)P(F) + P(D|A)P(A) =0,05-0,6 +0,03-0,4 = 0,042.

b) Anomenem X el nombre de peces defectuoses en un paquet. De 1’enunciat deduim que
X segueix una llei binomial amb n = 5 i probabilitat p. Per tant, la probabilitat que en
un paquet hi hagi exactament quatre peces defectuoses és:

5

5!
PX=4=(])p" (1-p) = p* (1- ) =5p* (1- p) = 5(p* - p°).

També podem argumentar directament sense fer servir la llei binomial. Com que hi ha
quatre peces defectuoses, n’hi haura exactament una que no ho és. La probabilitat que
una en concret (per exemple, la primera) sigui bona i les altres quatre defectuoses és (1 —
p)p*. Com que hi ha cinc possibilitats per escollir quina és la peca bona, P(X = 4) =
5(1- p)p* = 5(p* - p®).

c) Busquem els extrems relatius de la funcio f(p) = 5(p* - p°).

4
f'(p) =54p*-5p)=0 - p=0, P=%

Observem que f(0) = 0ique f (g) > 0. Mirem el signe de la segona derivada:

~20(3) ) <o

i deduimqueap = g la funcio f(p) assoleix un maxim local. Com que per p € (0, g) la

2

f"(p) = 5(12p? - 20p3) - f” (g) =5 <12 (g)

S 4 . . , . .
funcidé creix i per p > s la funcié decreix, es tracta d’un maxim absolut quan p €S no

negativa. | el valor maxim sera f (g) =5 ((%)4 - (§)5> = 0,41.
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Criteris de correccid: a) Compteu 0,25 punts per plantejar la llei de la probabilitat total
(o fer I’arbre de decisio o similar); 0,25 p. per identificar correctament les dades del
problema, i 0,25 p. pel calcul concret. b) Compteu 0,5 punts pel plantejament i 0,25 p.
pel calcul. ¢) Compteu 0,25 punts pel calcul de la derivada 1 els punts critics, 0,5 p. per
argumentar que el maxim absolut en p > 0 es troba a p = 4/5, 1 0,25 p. per trobar el
valor d’aquest maxim.

4. OPCIO A. La vela ocupa la regié compresa entre les corbesy = 0, x = 0,iy =-x2 +
25. Per calcular el cost total, caldra calcular separadament 1’area de la regié superior i
I’area de la regi6 inferior i multiplicar-les cadascuna pel preu del material respectiu (nilo
o poliéster).

Trobem primer els punts de tall entre les funcions involucrades: el punt de tall de y =
- x2 + 25 amb la part positiva de 1’eix d’abscisses és:

y=0 — —x*+25=0 — x=05.
L’abscissa positiva del punt de tall entre les corbes y = -x% + 25iy = 9 és
-x2425=9 —» —x*=-16 — x=4.

L’area total sota la corba y = -x? + 25 entre els extrems x = 0 i x = 5 és

s —x3 * -125 250
Atotal=j(—x +25)dx =|—+ 25x| =——+125- 0 = — u~.
0 3 0 3 3
L’area de la regio inferior €s:
4 5 —x3 5
Aimg = [, 9dx + [ (=x* +25) dx = 9 - 4 + [T”Sx] -
4
—36+( 125+125) ( 64+100) —36+14— 122 2
N "3 3 - 33

Finalment, 1’area de la regi6 superior és la diferéncia:

250 122 128 )
Asup = Atotar - Ainf = 3 - 3 = 3 u-.

Aixi doncs, el cost total de la vela sera:

128 122 6.400 + 8.540
Tu2-50€/u2+T u2-70€/u2= 3 € = 4.980 £.
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Criteris de correccio: Compteu 0,25 punts pels punts de tall; 0,5 p. pel plantejament de
I’area de la regi6 inferior, i 0,5 p. pel calcul; 0,5 p. pel plantejament de I’area de la regid
superior, i 0,5 p. pel calcul, i, finalment, 0,25 p. pel calcul del cost final.

Comentaris: hi ha altres maneres de plantejar el calcul de les dues arees. Compteu-les
bé si ho fan correctament i de manera justificada.

4, OPCIO B. a) El pla n' que busquem té vectors directors (1,1,0) i P_Q’=
(3, -3,6)- (1,-1,2) = (2,-2,4)~(1, -1, 2). Fent-lo passar pel punt P, sera el pla
d’equacio:

x—1 y+1 z-2
1 1 0 |[=2x—-2—-2z+4+2—-2z+2-2y—-2=0
1 -1 2

ésadir, 2x - 2y - 2z = 0; o, simplificant, x - y - z = 0.

b) La recta que ens demanen és la intersecci6 del pla =" amb el pla perpendicular a
f’6~(1, —1, 2) que passa pel punt mig:

P+ 1
M =TQ =§(4,—4, 8) = (2,—2,4).

Aquestplatéequacio x - y+2z=DambD =2- (-2) +2-4 =12;ésadir,x- y +
2z = 12. Per tant, la recta demanada és:

x-y-z=0 }
x-y+2z=12)

Com que restant obtenim z = 4, es tracta de la recta:

(x,y,2) =(k+4,k,4) = (404) + k(1,1,0).

Criteris de correccio: a) Compteu 0,5 punts per plantejar correctament el problema i 0,5
pel calcul de I’equacid. b) Compteu 0,75 p. per calcular I’equacio del pla perpendicular a
PQ passant pel punt mig, i 0,75 p. per I’equacié paramétrica de la recta interseccio amb

.
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SERIE 4

1. a) El domini d’aquesta funci6 és

Dom(f)={x€R |[1+x3=20}={x€R |x3>—-1}={x€ER |x=>—-1}
= [—1, 4+ ).

Comque f(0) =+v1+ 03 =1, el tall d’aquesta funcié amb I’eix d’ordenades és al punt
(0,1). Els talls amb ’eix d’abscisses corresponen a les solucions de I’equacié f(x) = 0,

que son

Vi+x3=0 — 1+x*=0 — x*=-1 — x=-1,

Per tant, es tracta només del punt (—1, 0).

. . _3x%2 . ., s Lo 3xR
b) La derivada de f(x) és f'(x) = T | I’equacio de I’enunciat és o 0

Aillant, ens queda 3x? = 0 i, per tant x = 0. L unic candidat a extrem dins I’interior del
domini és, doncs, el punt x = 0. Ara bé, la funcié derivada és positiva, f’(x) = 0, per
que es tracta d’una fraccid entre nombres sempre positius. Aixo vol dir que f és una
funcid creixent en tot el seu domini [—1, o). Per tant, aquesta funcié no té cap maxim ni
minim locals.

c) El punt de tangencia (a, 3) esta sobre la grafica de la funcio i, per tant, compleix

f(a)=w/1+a3=3 — 14a®*=9 — a®=8 — a=§/§=2.

92
Aquesta recta tangent tindra pendent m = f'(2) = zj% = % = 2. Per tant, es tracta

de

y—3=2x—-2) — y=2x-1

Criteris de correcci6: (a) Compteu 0,25 per la determinacié del domini de la
funcio, i 0,25 pel calcul dels punts de tall. (b) Compteu 0,25 pel calcul de la
derivada, 0,25 per als punts critics, 0,25 per determinar que no hi ha maxims ni
minims locals, i 0,25 per reconéixer que es tracta d’'una funcid creixent. (c)
Compteu 0,5 punts per determinar 'abscissa del punt de tangencia i 0,5 pel calcul
de la recta tangent.
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2. a) Comencem calculant el determinant de la matriu de coeficients del sistema:

1 3 a
-2 —6 2[|=-6+6a—-6a—-(—6a*+6—6)=6a>—-6
a 3

=6(a®—-1).
Clarament s’anul-la només quan a = +1. Pertantsia # 1ia # —1 el rang de la matriu

de coeficients és 3, el rang de la matriu ampliada també i, com que tenim tres incognites,
és un sistema compatible determinat.

1

2|

3

Fem Gauss: a la fila 2 li sumem dues vegades la fila 1, i a la fila 3 li restem la fila 1:

1 3 1|1 1 3 1|1
-2 -6 2|2]~(0 0 4] 4)
3 0 0 01l2

1 3 1
Clarament, veient la tercera equacio, es tracta d’un sistema incompatible.

Per al cas a = 1 tenim el sistema d’equacions:

1 3 1
-2 -6 2

1 3 1

Finalment, per al cas a = —1 tenim el sistema

1 3 -1 1
-2 -6 2| -2
-1 3 1 3
Tornem a fem Gauss: a la fila 2 li sumem dues vegades la fila 1, i a la fila 3 li sumem la
fila 1:
1 3 —-1] 1 1 3 -1]1
-2 -6 2 |-2]~{0 0 0 (O
-1 3 1 3 0 6 014

Ara esta clar que els rangs de les matrius de coeficients i ampliada sén ambdos 2 i, com
que hi ha tres incognites, el sistema és compatible indeterminat amb un grau de llibertat.

b) Peral cas a # 1ia # —1 el sistema ens ha donat compatible determinat, la qual cosa
significa que els tres plans w4, , i 5 es tallen en un sol punt comu.
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Per al cas a = 1 el sistema és incompatible i, per tant, els tres plans a la vegada no
s’intersequen. Clarament, m,i w3 son plans paral-lels (per que els vectors (1,3,1) i
(1,3, 1) son proporcionals) i , és un pla secant als dos anteriors.

Finalment, per al cas a = —1, tenim que m; = m, (les equacions son proporcionals) i 5
és un pla secant a I’anterior; per tant, la interseccio dels tres s una recta.

c) Pel que hem vist a ’apartat anterior 1’nic cas en qué la interseccid dels tres plans és
unarecta és per a = —1. Resolem el sistema aprofitant els calculs de ’apartat (a). Tenim

y = % = % ix+ 3%— z =1, per tant, x = z — 1. Les solucions, i per tant els punts de la
recta en questio son de laforma (x,y, z) = (z — 1,%, z) = (—1,%, 0) + z(1,0,1). D’aqui

. 2 , , ) ), )
velem que (—1,;, 0) ¢és un punt d’aquesta recta i (1,0, 1) n’és un vector director.

Criteris de correccio: (a) Compteu 0,25 pel calcul del determinant, i 0,25 per la discussid
de cadascun dels tres casos. (b) Compteu 0,25 per interpretar la posicio relativa en
cadascun dels tres casos. (¢) Compteu 0,25 per agafar el valor adequat del parametre, 0,25
per resoldre el sistema, i 0,25 per deduir un punt i un vector director.

3.a) Considerem els esdeveniments aleatoris

B = “rebre un correu brossa'’,
CB = “rebre un correu a la carpeta de correu brossa'’.

Segons les dades de I'enunciat tenim que P(B) = 0,25, P(B) =1 — 0,25 = 0,75,
P(CB | B) =0,95,i P(CB | B) =0,9. Per la llei de la probabilitat total,

P(CB) = P(CB|B)P(B)+ P(CB|B)P(B)=0,95-0,25+(1—-0,9)-0,75 =
= 0,3125.

b) Cal calcular P(B|CB). Per la formula de Bayes:

P(BNCB) P(CB|B)-P(B) 01-075 024
P(CB) 0,3125 © 03125 7T

P(B|CB) =

S’hi trobara un 24% dels correus que no son brossa.

c) Calculant la funcié de I'enunciat, la probabilitat de rebre almenys dos correus
en menys de t minuts és

F(t) = ftAe"O'Sx dx = [i e‘O'Sx]t =2 (e705t — 1) = 2A4(1 — e 055,
0 “0s Y
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Imposant el valor de F(2) que ens donen, trobem 24(1 —e™ 1) =1—e71, d'on
resulta A = 0,5.

Criteris de valoraci6: (a) Compteu 0,25 per plantejar la llei de la probabilitat
total, 0,25 per identificar les dades del problema, i 0,25 pel calcul. (b) Compteu
0,25 per plantejar la formula de Bayes (o la formula de la probabilitat
condicionada) i 0,5 pel calcul. (c) Compteu 0,5 per al calcul explicit de F(t), 0,25
per imposar F(2), i 0,25 pel calcul final.

4. OPCIO A. a) Com que el volum de la part cilindrica ha de ser de 100 cm?,
tenim que mr?h = 100 per tant h = % La superficie total de 'ampolla s’obté
sumant la superficie de la base, nr?, la superficie lateral del cilindre, 2rrh, i la
superficie de la mitja esfera superior, %4711‘2 = 2mr?; per tant, és

S =mnr?+ 2nrh + 2nr? = 3nr? 4+ 2nrh.

Si substituim h per I'expressio que tenim en funcié de r, obtenim la funcié

100 200
S(r) = 3nr? + 2nr - —5 = 3nr® + —.
r r

b) Busquem ara el minim d’aquesta funcié calculant la seva derivada:

, 200
S'(r) = é6nr ——

Igualant-la a zero, S'(r) = 0, obtenim

200

6nr ——— =0,

200

é6nr = r—z,

~ 100
Y

3100
r= |—=2,2cm.
3w
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Per verificar que es tracta d’'un minim podem utilitzar la segona derivada

., 400
S (T') = 6m + r—3,

que és clarament positiva per a qualsevol r positiu. Per tant, per a r = 2,2 cm
I'ampolla té superficie total minima. En aquest cas tenim h = nloo =66cmila

222 -

superficie total minima és de S(2,2) = 3w - 2,22+ 2m-2,2- 6,6 ~ i36,8 cm?.

Criteris de correccio: (a) Compteu 0,5 per la lligadura donada pel volum i 0,5
pel calcul correcte de la formula de I'area total. (b) Compteu 0,5 punts pel calcul
de la derivada, 0,25 per trobar el valor de r, 0,25 per comprovar que es tracta
d’'un minim, i 0,5 per donar la resposta completa (dimensions i area total).

4. OPCIO B. a) Tenim

=1 20 =G )
BA:@ 2)(611 a?z)z(azfzt 422)'

Per tant, les matrius A i B commuten si i només si 2+ a? = a + 4, és a dir, Si i

. . . , ce . 1+./1-4(-2
només si a? —a — 2 = 0. Les solucions d’aquesta equacio sén a = Ly1-402)

2
122 = 2,—1. Per a = 2 la matriu A coincideix amb B, i per a = —1 obtenim A =

-1 0
(7 )
b) La matriu A és invertible si i només si det(4) # 0. Tenim
_la 0]_ 3
det(A) = |1 a2| = ad.

Per tant la matriu A és invertible si i només si a # 0.
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c) Que A = A1 és el mateix que dir AA = Id. Imposant aquesta igualtat,

=1 20 &= )= D

obtenim les equacions a? = a* = 1ia? + a = 0. Les dues primeres equacions es
compleixen pera =1 ipera = —1, ilatercera pera = —1ipera= 0. Per tant,
A™1 = A siinomés si a = —1. Alternativament es pot calcular la matriu inversa,

1

1 1 /.2 - 0
At = adjay == (¢ 9=( ¢ :
der(a) AY A =3 (_1 a) 1 1)
a3 a?

i, imposant que coincideixi amb la matriu 4, obtenim les equacions a? =1, a3 =
—1,ia* =1, que tenen per soluci6é a = —1.

Criteris de correccio: (a) Compteu 0,25 pel calcul de AB, 0,25 pel calcul de BA,
i 0,25 per resoldre I'equacidé i donar la resposta. (b) Compteu 0,25 pel calcul del
determinant i 0,5 per la resposta justificada. (c) Compteu 0,5 pel calcul de AA (o
de A™1), 0,25 per plantejar les equacions a resoldre, i 0,25 per la resposta. Si
donen com a respostes valides totes les solucions parcials a = 1, —1, 0, compteu
només els 0,5 punts del calcul de 4% (6 A™1).





