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SERIE 3
1. a) Tenint en compte que la recta r ha de passar pel punt P = (1,1) i que m és el seu

pendent, la recta r té per equacié y — 1 = m(x — 1). La mida de la base del triangle és
I’abscissa del punt d’interseccio de la recta r amb 1’eix 0X

—1 = _ m-—1
{y 1=mx 1)—>O—1=m(x—1)—>x=—.
y=0 m

I I’al¢ada del triangle és 1’ordenada del punt d’intersecci6 de la recta r amb y = 3x:

3x—-1=m(x—-1) » x=——, y=3:-——

{y—l:m(_x—l) . m—1 m-—1

La funcio a minimitzar és la que calcula I’area del triangle:

1 m-1 m-1 3 m2-2m+1

A(m) —_ - . 3 . — —_ - 7 .
2 m m-3 2 m 3m
m2-2m+1

. N . 3 N
Parlant estrictament el valor de 1’area és A(m) = | > A | perque hi ha valors de m
per als quals aquesta expressié és negativa. No tingueu en compte si ignoren aquest detall.

b) Derivem la funci¢ area i igualem a zero per trobar els possibles extrems relatius:

) (2m-2)(m?-3m)—(m?-2m+1)(2m-3) _ 3. -m?-2m+3 _ 0
(m2-3m)? T2 (m2-3m)z '

A(m) =3

2+/4-4(-1)3 _ 2+4
-2 T 2

—-m?-2m+3=0-> m= =1,-3.

Per comprovar si son maxims o minims fem la segona derivada:

A" (m) = 3 (—2m—2)(m?—-3m)%? — (—m? — 2m + 3)2(m?* — 3m)(2m — 3)
m)= 2 (mz — 3m)4- ]
i, comque A" (—3) = 5—14 >0iA"(1) = —§<0, el minim correspon a m = —3 (segons

1’eshos, el pendent ja ha de ser negatiu).

Alternativament, podem estudiar el creixement i decreixement de la funci6 A(m).
Aquests venen donats pel signe de la primera derivada, perd com que aquesta té un
quadrat al denominador, dependra només del signe del numerador —m? — 2m + 3. Aix0
és una parabola oberta cap avall i que talla I’eix OX en els punts (-3,0) i (1,0); aixi doncs,
peram < —3, la derivada és negativa i la funcié decreix, i per —3 < m < 1, la derivada
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és positiva i la funcid creix, per la qual cosa en m = —3, I"area és minima. EIl valor
d’aquesta area és:

(=32 -2(=3) +1
(=3)2-3(-3)

316
=2 =

1

u’.

W

A(=3) =;

Criteris de correccid: (a) Compteu 0,25 per I’equacio del feix de rectes; 0,25 per la mida
de la base del triangle; 0,25 per I’algada, i 0,25 pel calcul de I’area (tot en funcié de m).
(b) Compteu 0,5 per la derivada; 0,25 per calcular els punts critics; 0,5 per justificar el
minim, i 0,25 per calcular el valor de ’area.

2. a) Calculem el determinant de la matriu de coeficients:

1 3 1
Al=lm 0 2|=m?-0Cm-3m)=m*+m=m(m+1)
0 m -1
i observem que s’anul-la quan m = 0 i m = —1. Per tant,

e Sim=0im = —1, el rang de la matriu de coeficients és rang(A) = 3, el rang de
la matriu ampliada també i, com que també coincideix amb el nombre d’incognites, 3,
el sistema és compatible determinat; té, per tant, solucio Unica.

e Sim = 0, la matriu de coeficients té determinant zero i rang 2 (per exemple, gracies

3 1 1 3 1 5
al menor |O 2| = 6 # 0). Com que la matriu ampliada({0 0 2 0 |també té
0 0 -1 0

rang 2, el sistema és compatible indeterminat i té infinites solucions que dependran
d’un parametre.
e Sim = —1, lamatriu de coeficients també té rang 2, mentre que el rang de I’ampliada

1 3 1 5

és 3: <—1 0o 2 0 ) (desenvolupant, per exemple, el determinant de les tres
O -1 -1 -1

darreres columnes per la segona fila). Per tant, el sistema és incompatible i no té

solucié.

b) Sim = 1, el sistema queda

x+3y+z=5
x+2z=0 }
y—z=1
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i sabem que és compatible determinat. Substituint x = -2z i y =1+ z a la primera
equacié obtenim

—2z+3(1+2z)+2z=5,
d’on resulta 2z = 2 i z = 1. Per tant, la solucio és (x,y,z) = (—2,2,1).

c) El sistema té infinites solucions quan és compatible indeterminat, és a dir, quan m =
0. En aquest cas, de les dues ultimes equacions en resulta z = 0, i la primera ens diu x +
3y = 5. Per tant, les solucions del sistema son les de la forma:

x=5-3k
y=k€R
z=0

Criteris de correccio: (a) Compteu 0,25 pel calcul del determinant; 0,25 per la
determinacio dels valors critics de m, i 0,25 per I’analisi de cadascun dels tres casos. (b)
Compteu 0,5 punts per la resolucio del sistema. (c) Compteu 0,25 punts per reconéixer el
valor de m a qué¢ es refereix I’enunciat, i 0,5 pel calcul de I’expressio paramétrica de la
solucio.

3.a) Considerem els esdeveniments aleatoris

I = "practicar un esport d'impacte’’,
S = “patir sesamoiditis".

De les dades de [lenunciat sabem que P(I) =045 P()=1-045=
0,55,P(S11)=0,1,iP(S|I)=0,03. Perlallei de les probabilitats totals, tenim:

P(S) = P(S|DP(D) + P(S| DP() = 0,1-0,45 + 0,03 - 0,55 = 0,0615.
b) Per la formula de Bayes:

P(SIDP(I) 0,1-0,45

PUIS) = P(S) _ 0,0615

~ 0,7317 ...

c) El primer any s’obtenen el maxim de beneficis, per tant x = 1 €s un maxim de
la funcid i f'(1) = 0; i aquests beneficis obtinguts sén de 8.000 €, per tant, f(1) =
8. També ens diuen que el segon any hi va haver un punt d’inflexié en els
beneficis, per tant, f''(2) = 0. Calculem la primera i segona derivades de f(x) =
ax3 + bx? + cx i imposem aquestes tres condicions:

f'(x) = 3ax? + 2bx + c,
f"(x) = 6ax + 2b,
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f'1)=0=>3a+2b+c=0
f1)=8=a+b+c=8
F'(2)=0=12a+2b =0

Restant les dues primeres equacions, obtenim 2a + b = —8 i, combinant amb la
tercera:

—4a—2b=16} =>a=%=2_

8a =16

12a+2b =0 12a+2b =0
2a+b=—8} =

Pertant,2-2+ b = —8,don b = —12. Finalment,
a+b+c=8 = c=8—-a—-b=8-2+12=18.

La funcié que compta els beneficis d’aquesta empresa és, doncs, f(x) = 2x3 —
12x? + 18x.

Criteris de correcci6: (a) Compteu 0,25 per plantejar la llei de la probabilitat
total (o fer un arbre de decisié o similar); 0,25 per identificar correctament les
dades del problema, i 0,25 pel calcul. (b) Compteu 0,25 per plantejar
correctament la férmula de Bayes (o la férmula de la probabilitat condicionada) i
0,5 pel calcul. (¢) Compteu 0,25 per imposar f'(1) = 0, 0,25 per imposar f(1) =
8, 0,25 per imposar f”(2) = 01 0,25 pel calcul final.

4. OPCIO A. a) Com que 3sin(%) =01 3cos(%) = 3, la grafica inferior (la que
passa pels punts A i C) és la del sinus, i la superior (la que passa per B i C) és la
del cosinus. El punt B correspon al valor de 3cos(%) = 3, per tant és el punt B =
(0,3). Finalment, el punt C és el punt de tall entre el sinus i el cosinus,
3 sin(z) =3 cos(z),

3 sin (%)
3 cos (%)

Com que 3 sin (E) = 3cos (”) = :ﬁ el punt de tall és C = (n, %)

4

=1 — tan(%)zl—)

b) Per a calcular el preu del vitrall necessitem trobar la seva area:
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A= fon (3cos G) — 3sin G)) dx = [12 sin(z) +12 cos(z)]:
=12 (sin (%) + cos (%) —sin(0) — cos(O)) =12 <§ + g —-0- 1)

=12(v2 - 1) =~ 497 m2.
Per tant, el preu del vitrall sera de 4,97 m? - 750% = 3.725,5 €.

Criteris de correcci6: (a) Compteu 0,5 per raonar quina grafica és cadascuna;
0,25 per les coordenades del punt B, i 0,25 per les de C. (b) Compteu 0,25 per
plantejar la integral correctament; 0,5 per la primitiva; 0,5 per trobar l'area, i 0,25
pel preu final. Compteu 0 de la part de la primitiva si no tracten adequadament el
coeficient del sinus i del cosinus.

4. OPCIO B. a) Només cal aplicar la férmula de la distancia punt-pla per comprovar
que

4P 2:0-1+3-5 3 3V6 6
,TT) = === —
\/22+(_1)2+12 V6 6 2

b) Tot pla paral-lel a r és de la forma 2x — y + z = D per algun D real. Com que volem
que passi pel punt P tenim

2:0—-1+3=D

i, per tant, D = 2. El pla buscat és m;: 2x — y + z = 2. Clarament la distancia entre 7 i
nés d(my,m) = d(P,m) = 2,

c) Per trobar un segon pla , també paral-lel a i que també estigui a distancia \/Z—g de m,

buscarem el punt simétric, P’, de P respecte al pla . Busquem la recta perpendicular a ©
que passa pel punt P. L’equaci6 paramétrica d’aquesta recta és

r:(x,v,2) =(0,1,3) +1-(2,-1,1) = (24,1 —-21,3 + 2).
Busquem el punt d’interseccié M de la recta r amb el pla :

2-20)—-(1-2)+3+1=5
61 =3

/1_1
=5
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Per tant, M = (1, %%) Ara ens cal trobar el punt simétric P’ de P respecte de m, fent per
exemple P' = P +2PM = (0,13) + 2 (1,—1,3) = (2,0,4).
Finalment el pla buscat és de la forma 2x — y + z = E per algun E real i passa per P’,

aixi doncs,
2:2—-0+4=E,
I E = 8. Tenim doncs que m, és el pla d’equacidé 2x —y + z = 8.

Alternativament, també poden plantejar 1’equacié de la distancia d’un pla paral-lel

genéric, a un punt qualsevol de m i demanar que sigui v6,/2. Una soluci6 sera el mr,i I’altra
el pla buscat r,. Compteu bé aquesta manera alternativa si esta ben justificada i calculada.

Criteris de correccid: (a) Compteu 0,5 per la comprovacié que la distancia és la que diu
’enunciat (inclosa la simplificacio de la fraccié6 amb arrels). (b) Compteu 0,5 per
’equaci6 del pla paral-lel i 0,25 per argumentar que la distancia és la mateixa. (C)
Compteu 0,5 pel calcul de la projeccio, 0,5 pel calcul del punt simetric, i 0,25 per
I’equacio final del pla.



